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REsumO:

o Neste artigo é desenvolvido o conceito de classe de conjuntos convexas e de funcdes de
conjunto convexas.
A aplicacdo a funcdo de conjunto supremo, quando a funcdo de ponto respectiva é
convexa, permite obter alguns resultados interessantes nomeadamente para a estimacéo de
parédmetros pel o método dos minimos quadrados quando ha erros nas variaveis.
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ABSTRACT:

o In this paper we develop the concept of convex classes of sets and of convex functions of
Set.
These concepts are useful for studying some set functions as for instance the supremum
function when the respective point function is convex.
An exampleisthe least squares approach when there are errors in the variables.
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1. INTRODUCAO

Em varios trabalhos anteriores (Albuquerque et a 1969, Amaral 1982, Amaral 1986)
estudamos os conceitos de classes e fungdes de conjunto convexas. Consideramos que se
trata de conceitos que podem ser (teis em diversas aplicacbes na Matematica e na
Econometria.

Neste trabalho apresentamos novos resultados e estudamos uma aplicacéo a
problemas de Econometria com a utilizagdo do método dos minimos quadrados.

Comecamos por relembrar o conceito de classe convexa e, em termos muito gerais,
determinamos o dominio onde se torna Util estudar as fungdes de conjunto convexas.

Na seccéo 2 abordamos as funcdes de conjunto convexas em geral, ha seccdo 3 a
funcdo supremo e finalmente, na seccdo 4 descrevemos uma aplicagdo a0 método dos
minimos quadrados quando se suspeita da existéncia de erros, mas ndo muito significativos,
nas observagoes.

2. CLASSES CONVEXAS E CADEIAS DE CONJUNTOS

Nesta seccdo vamos estudar as propriedades de diversos tipos de classes de conjuntos
gue sdo importantes para a abordagem do tema principal deste trabalho que é o das funcdes de
conjunto convexas. Comecgaremos pelo conceito de classe convexa, por nés introduzido em
Albuquerque et a. (1969).

Consideremos um conjunto fundamental de elementos quaisquer. Com o simbolo 1
designaremos o conjunto e com 2 *a classe de todos os conjuntos subconjuntos de 1.

DEFINICAO 1: Umaclasse P 0 2' éconvexaseesd secomPo 0 PlePo P10 P setemP
0 P para qualquer P 0 2! tal que Po O P O P1. A classe vazia de conjuntos, a classe
formada por um s6 conjunto e as classes que ndo tenham dois conjuntos um incluido no outro
(conjuntos encadeados) sdo, por defini¢cdo, convexas degeneradas.

Com esta definico vé-se imediatamente que 2* é uma classe convexa, bem como a
classe Q, de todos os subconjuntos de qualquer Q [ 2" e respectiva classe 2' - Q. Vé&-se ainda

gue qua gquer classe subclasse de uma classe convexa degeneradatambém o é.

Podemos agora demonstrar alguns teoremas sobre classes convexas.

TEOREMA 1: O produto de duas classes convexas € uma classe convexa.t

1 Em todo este trabalho designaremos por “soma’ e “produto” de conjuntos ou classes os resul-tados,
respectivamente da operacdo de unido (adicdo) ou de interseccdo (multiplicagdo) de conjuntos ou
classes.



Demonstracao:

Com efeito, sgam P e R classes convexas. Consideremos RoeR1 [0 P n R com
Ro O R1 e um qualquer R 0 2' tal que Ro 0 R 0 R1. Como Ro,R1 0 P tem-se RO P e da
mesma forma, também R O R, pdoque RO P n R. Se P ou R degeneradas, P n R é
subclasse de qualquer delas, logo também é degenerada.

Devido a este teorema, podemos dizer que, para qualquer classe C O 2! existe a
menor (no sentido da inclusdo de classes) classe convexa que contém C. Essa menor classe
convexa é o produto de todas as classes convexas que contém C (e existe pelo menos uma,
pois 2* é convexa).

Temos, também os teoremas seguintes.

TEOREMA 2: O produto cartesiano de duas classes convexas ndo degeneradas € uma classe
convexa ndo degenerada

Demonstracao:

SgamRy, RROP O R eRO2' 02! comRyOROR;. TemseRy=(RYy R%) eR;=
(R, R%) comR, 0P eR{0R. ComoRy,OROR; temseR=(RLR%), R ORL ORY e
R% OR%0OR?%. Entéo, R 0P eR%,OR peloqueR O P O R como se queriaprovar.

TEOREMA 3: SgjaP uma classe convexa néo degenerada e E um conjunto de 2* tal que
E n P=0 paraqualquer P[0 P. SgaPg aclasse detodos os conjuntos PO Eemque PO P.
Ent3o, P é convexa

Demonstracao:

SgamPo, P 0PgeP O02'comP 0P 0P ;. PordefiniciodePg, Po=P,0EeP =P, 0E.
Por consequéncia, P, 0 EOP, 0 E. Ento, podemos escrever EQ P e P=(P-E) O E. Por
outro lado, como E é disunto de Py e P, tem-se P, [0 P - E 0 Py, pelo que P- E 0 P, umavez
que P é convexa. Entdo., por definicdo de Pg, tem-se P 0 Pg.

TEOREMA 4: Seja P uma classe convexa néo degenerada e E 0 2* tal que, para qualquer P 0
P, EOP. Entdo, sendo P aclasse de todos os conjuntos P - Ecom P O P, P é umaclasse
convexa.

Demonstracéo:

Sgam P, P1 0P eP 02" comP,OPOP,. Tem-sePy=PrEeP,=P-EcomP, P,0P
eEOPOP. Entio Py-EOP OP,-EeP, 0P OEO P, peoque PO EOP. Comose
tem P'= (P 0 E)-E por ser E n P=0 (umavez que P 0 P; - E) tem-se também P’ Pe.



Exemplos de classes convexas:

Podemos dar a guns exemplos mais de classes convexas, paraadém dosjareferidos. SgaP [
2%, Como vimos, a classe Q dos subconjuntos de P também é convexa. Mas, pelo teorema 3,
também é convexa a classe de todos os conjuntos X O (1-P) paraos X O Q.

Um outro exemplo: sgjam P, Q 0 2" e as respectivas classes P e Q de subconjuntos
de Pe Q. Entdio, P - Q é convexa (eventuamente degenerada). Com efeito, 2' - Q é
convexa, como se viu atrés, pelo que, fazendo o produto P n (2' - Q) = P - Q se obtém uma
classe convexa (teorema 1).

Poderiamos multiplicar facilmente os exemplos. O que fica dito, chega, supomos,
para demonstrar que muitas classes de interesse do ponto de vista da andlise de functes de
conjunto tém a propriedade da convexidade. No entanto, como veremos mais adiante, ndo é
atil, do ponto de vista dessa andlise considerar apenas conjuntos pertencentes a classes
convexas em geral. Teremos, por isso, de utilizar também mais tipos de classes como
interval os (que ainda s&o convexas) e, principal mente, cadeias de conjuntos (que em geral néo
0s40). Temos assim:

DEFINICAO 2: Sgam P, P, [J 2t com P, O P;. Intervalo de extremos Pye P, é aclasse
1=[P, P,] de todos os conjuntos P 0 2 taisque P, 0 PO P..

Observacdo: Como é evidente, qualquer intervalo é uma classe convexa. Note-se, também
gue a soma de dois intervalos [Py P;] e [P; P;] em que o extremo P; € 0 mesmo, ndo € um
interval o de extremos P, e P,. Com efeito, consideremosum Q 0 2* tal queP, 0 QeQUPetd
gue Q ndo estaincluidoem P, nem P, em Q. Entéo, QO [PoPy] masQ O [Py P] e Q O [Py Py].
Mas também é evidente que se tem sempre [P, P1] O [Py P;] O [Py P;] eque [P, P,]é a menor
classe convexa gque contém [P, Py] O [P Ps].

DEFINICAO 3: Sgjam Py, P, [ 2! com P, (1 P,. Cadeia de extremos P,, P; é uma classe C =
[P, P,[Jtal que, para qualquer par de conjuntos Q, Q; de C setem P, [ Qo I Py,

Po 0 Q.0 P; e Qe Q encadeados. Tal como nos Intervalos podemos distinguir cadeias
abertas e fechadas. P, e P; sdo 0s extremos da cadeia.

DEFINICAO 3*: Sga C = [P, P, uma cadeia Entdo, C*= [, Q;[J é uma subcadeia
completa de C se for uma cadeia contidaem C e se paratodo 0 Q [ C tal que Qo U Q I Qq
setem Q O C*.

Observacdo: Note-se que, em geral uma cadeia ndo é uma classe convexa. Verificase
facilmente que a menor classe convexa que contém uma dada cadeia € o intervalo com os
Mesmos extremos, uma vez que este intervalo € a soma de todas as cadeias com 0s mesmos
extremos.

Finalmente, podemos verificar que, com [P, P;[0e [P, P,[] em que P; é 0 mesmo conjunto,
[P, P,O00 [P, P,[1é uma cadeia [P, P,[] 0 que contrasta com o caso dos intervalos, como se
viu acima e torna mais clara, como se verificara adiante, a utilidade das cadeias de conjuntos
na andlise de fungdes de conjunto.



Uma propriedade importante das classes convexas tem a ver com a interseccdo por
cadeias, a semelhanca dos conjuntos convexos em R" que, como se sabe, sdo cortados em ndo
mai s de dois pontos por qualquer recta do espaco.

Iremos, pois, definir interseccdo de uma classe por uma cadeia de conjuntosz, mas
antes definimos a propriedade - Y de uma classe, que se destina a introduzir uma espécie de
continuidade.

DEFINICAO 4: Diz-se que uma classe M qualquer tem a propriedade - P se e sO se, para
quaisquer P, QO M comP [0 QeP£Q existesempreum RO M, R#P, R#Q, tal queP [
ROQ.

Com esta defini¢éo podemos demonstrar imediatamente o seguinte teorema:

TEOREMA 5. Uma classe convexa p nuncatem a propriedade - .

Demonstracao:

SO precisamos demonstrar para classes ndo degeneradas. S§am PO Q, Pz Qex 0 Q- P.
Entdo, PO xOO P por ser P convexa. Como ndo existe nenhum conjunto entre P e
P O [XOJ P n&o tem a propriedade - .

Observacdo: Este teorema ilustra a dificuldade de utilizarmos apenas classes convexas numa
andlise de funcbes de conjunto. Deixariamos, com efeito, de poder contar com conceitos de
continuidade e de limite que sdo, naturdmente de grande importéncia. Dai 0 termos
introduzido o conceito de cadeia de conjuntos porque, essas sim, poderdo apresentar a
propriedade Y.

Entretanto, é facil de ver que a continuidade assegurada pela propriedade Y pode ndo
ser ainda totalmente satisfatéria.  Consideremos o seguinte exemplo: um ponto XU R" e a
cadeia formada pelo conjunto {x} e por todos os conjuntos esferas B, = {yd R™ d(x y) <
N}, comO0<ry<r<r; paratodososr reais. Como é evidente, esta cadeia tem a propriedade
mas ndo se pode considerar que sga continua no sentido habitual do termo. Dai o
introduzirmos a propriedade Y* seguinte:

DEFINICAO 5. Diz-se que a cadeia C tem a propriedade y* descendente (ascendente) se e
so setem a propriedade Y e, para qualquer quantidade numeravel ou ndo de conjuntos de C se
tem o produto (soma) desses conjuntos pertencente a C.

No exemplo da observacdo anterior a cadeia ai considerada ndo possuia a propriedade
*, seja ascendente sgja descendente, umavez que n B',=B ° = {yO R™ d(xy) < ro} e 0 B',
=B ={ydR": d(xy) <r} etanto B" como B", ndo pertencem a classe.

Masjaaclasse C ={{ x},'B",} constituidapor todosos ‘B'y={y O R™d(xy)<r} comO
<r<ry(0<r<r,) temapropriedade Y* descendente (ascendente).

2 Este conceito de interseccao nada tem a ver com a intersecgdo de conjuntos. Dai o termos chamado
desde o inicio “multiplicacdo” a esta Ultima operacdo e 0 seu resultado “ produto”.



DEFINICAO 5*: Quando uma cadeia tem simultaneamente a propriedade * ascendente e
descendente diz-se que tem a propriedade *.

Observacdo: € facil de ver que se uma cadeia tem a propriedade Y* qualquer subcadeia
completatambém a tem.

Podemos agora avancar para o ja mencionado conceito de interseccéo.

DEFINICAO 6: Sga M [ 2' ndo vazia e sja uma cadeia C = [P, P, Diz-se que C
intersecta M num conjunto M 0 M n C se for verdadeira uma das seguintes situagoes, @)
ou b):

a) Existe um intervalo (fechado) [N, M] N, M O ¢ Nz M, tal que [N, M] n M =[MOou um
intervalo (fechado) [M, N*] comN*, M O C, N*z M td que[M,N*] n M =M0

b)M:P()OUM:Pl

Observacdo: Para uma melhor compreensdo do conceito podera imaginar-se M como sendo
um conjunto de R" e C como sendo uma recta. Trata-se apenas, como é evidente, de uma

mera analogia e ndo de uma equivaléncia.
A definicdo apresentada permite-nos demonstrar o seguinte importante teorema:

TEOREMA 6: Sgja P uma classe convexa. Seja C uma qualquer cadeia de conjuntos. Ent&o
P ou ndo é intersectada ou € intersectada em ndo mais de dois conjuntos pela cadeiaC.

Demonstracao:

Suponhamos que existem dois conjuntos P, e P;, com P, U Py, de intersecgdo entre P e C, o
gue implica Py P;0 P n C. Suponhamos gue existia um terceiro conjunto P,. Sem perda de
generalidade, P, 00 P, O P;.

Ent&o, estaremos na situagéo a) da defini¢do anterior e terd de existir um intervalo [N, P;] (ou
[P2, N*]) sem conjuntos de P aexcepcdo de P,, com N (ouN*) O C. Mascomo P é convexa
e P, eP,(ouP;, eP,) pertencem a P, isto significariaque ndo haveriaconjuntosde 2' em [N, P,]
(ou [P, N*]), o que éimpossivel poisN (ouN*) 0 2. Podemos assim afirmar que ndo existem
mais de dois conjuntos de interseccéo entre C e P quando P € convexa .

Este teorema da-nos maior conhecimento sobre as propriedades das classes convexas
e abre-nos a porta para algumas definicbes importantes propostas por analogia com 0s

espacos topol 6gicos.

DEFINICAO 7: Fronteira de uma classe M é a classe de todos os conjuntos M em que M é
conjunto de interseccdo de M com todas as cadeias com a propriedade W* a que M pertence.
Designaremos afronteirade M por F(M).



A existéncia de uma fronteira para M chama naturalmente a atencdo para a

possibilidade e a utilidade de definir uma classe interior e uma classe exterior para qualquer
classe M. Por isso temos as seguintes definigoes:

DEFINICAO 8: SgaMU M. diz-se que M tem a propriedade * em M se e s6 se M faz
parte de uma cadeia de conjuntos de M que tem a propriedade Y*, ndo sendo, contudo,
extremo da cadeia.

DEFINICAO 9: Interior de umaclasse M é a classe Y (M) de todos os conjuntos de M que
tém a propriedade Y* em M.

DEFINICAO 10: Sga MO M. Diz-se que M é um conjunto isolado se e s se ndo existe
nenhuma cadeia de conjuntos de 2' com a propriedade y* aque M pertenca.

DEFINICAO 11: Exterior de uma classe M é a classe E(M) de todos os conjuntos isolados
pertencentes a M.

Com estas defini¢des obtemos o seguinte teorema fundamental :

TEOREMA 7: Se P for uma classe convexa, tem-se;
aP=F(P)IOY((P)IE(P)
bhF(P)nY(P)=F(P)nEMP)=Y(P)nE(P)=0

Demonstracao de a):

Basta demonstrar a inclusdo P O ... , uma vez que a inclusdo reciproca € imediata por
definicdo de fronteira, interior e exterior.

Sgaentéo PO P.

Temos a seguinte arvore de situacdes possiveis:

Situagdo 1: Existe pelo menos uma cadeia de conjuntos com a propriedade ¢* a que P
pertence.

Esta situagdo subdivide-se em duas possibilidades:

Situagdo 1.1: Existe pelo menos uma cadeia C, com a propriedade Y* e a que P pertence que
esta contidaem P. Esta situaco ainda se subdivide em duas:

Situacdo1.1.1: Paratodas as C nestas circunstancias, P € um seu extremo.

Situacdo 1.1.2: Existe pelo menos uma C nessas circunstancias paraaqua P ndo € extremo.
Temos agoraasituaco 1.2:

Situacdo 1.2: Nenhuma cadeia com a propriedade * a que P pertenca esta contidaem P.
Finalmente, temos a situacéo 2:

Temos assim de demonstrar esta alinea a) para quatro situagbes: 1.1.1, 1.1.2, 1,2 e 2.



Na situacdo 1.1.1, para C [0 P, P é por defini¢do conjunto de intersec¢do de C com P. Para
as outras cadeias D ndo contidas em P, mas com a propriedade y*, a que P pertenca, temos
duas possibilidades.

Se D tem uma subcadeia com a propriedade Y* contidaem P a que P pertence, entdo, P, por

hipétese, sera extremo desta subcadeia e, como € fé&cil de ver, serd conjunto de interseccédo de
D com P.

Com efeito, suponhamos que o extremo inferior de D, D,, € diferente de P (se for o superior a
demonstracdo € igual, um deles pelo menos tem de ser diferente, de outra forma D estaria
contidaem P). Ent&o, ndo pode haver nenhum conjunto.

SituagZo 2: N&o existe nenhuma cadeia com a propriedade Y* a que P pertenca. de 2" entre
Do e P, diferente de P, que pertenca a P, pois, se houvesse, pela convexidade de P, haveria
uma cadeia com a propriedade {* contida em P a que P pertenceria sem ser extremo. Logo,
P é conjunto de interseccdo. Se D ndo tem nenhuma subcadeia com a propriedade Y* nessas
condicOes ver-se-a a seguir (situagdo 1.2), por um argumento semelhante ao anterior, que P
também é conjunto de interseccdo, pelo que, reunindo as trés possibilidades, se conclui que P
pertencea F (P).

Nasituacdo 1.1.2, por definicdo, P pertenceaY (P).
Nasituacdo 1.2, é de novo conjunto de interseccdo de C com P.

Com efeito, sgjaC O C , com C [J P e, parafixar ideias, com C [J P (a demonstracéo seria
idéntica na inclusdo reciproca). Suponhamos que P ndo é extremo superior de C (se o for é
imediatamente, por definicdo, conjunto de interseccdo). Entdo, dados quaisquer D e E O 2*
comCUODUOPOE, E,DzC, P (e existem sempre conjuntos, inclusivamente pertencentes a
C, nessas circunstancias, pois C tem a propriedade Y* e P ndo € extremo superior de C), tem-
se D ou E O P pois, dada a convexidade de P, se os dois |he pertencessem, isso implicariaa
existéncia de uma subcadeia completa de C com a propriedade Y* contidano intervalo [D, E]
O P, pertencendo P aessa subcadeia, 0 que esta arredado, por hipétese, nesta situacao.

Ent&o ou D ou E ndo pertence a P e portanto P € sempre conjunto de intersec¢do de C com
P e, portanto pertence a F(P).

Falta-nos sO asituagdo 2. Mas neste caso, por definicdo, P pertence ao exterior de P,
E (P), o quedemonstraaalineaa). Vamos agoraaaineab).

Se P O F (P), por definicdo, existe uma cadeia de conjuntos com a propriedade y* tal que,
ou P ou é extremo dessa cadeia, ou tem a sua direita ou a sua esquerda um intervalo sem
conjuntos de P dém de P. Mas entdo, por ser P convexa, ndo pode haver nenhum conjunto
de P n C respectivamente a direita ou a esquerda de P, pelo que, em todos os casos, se P [
F(P)POY (P). AsiguddadesY (P )n E(P)=0eF((P)n E(P )=0 s
imediatas por definicdo

Observacoes:

i) Repare-se gque o facto de P ser convexa € essencial para provar a aliinea a) do teorema,
conforme se pode verificar pelo seguinte contraexemplo.

Sgal=R"eC=[B\0comB\=F0OR": d(x,y) <rOcomr<r<r, paratodososr reaise
com rg e ry Ndo racionais. Sgja P = B, paraos r* racionaistaisque ro<r* <r;. P ndo é



convexa. Consideremos um P=B", [0 P. Evidentemente, PO F (P). Com efeito, P ndo é
conjunto de interseccéo de C e p pois, por um lado, P néo é extremo de C (que tem a
propriedade *) e, por outro lado, ndo é possivel encontrar NI C, N = P tal que existaum
intervalo[N, P] ou [P, N] tal que [N, P] (ou [P, N]) n P =[P Finalmente, é fécil de ver
que POY (P) e aémdisso. que P 0 E (P) , pois, neste caso, existe uma cadela com a
propriedade y* aque P pertence.

E imediato verificar que se P for uma classe convexa e se C for uma cadeia com a
propriedade y* queintersectaP emM e N, M OO N, entdo a classe (M, NO- LIMO- CNOem
gue (M, NJé a subcadeia completade C com extremos M e N, esta contidaem Y (P).

O teorema 7 d&-nos a possibilidade de identificar o dominio onde estudaremos as fungdes
de conjunto definidas sobre classes convexas. Tanto poderemos escolher conjuntos
pertencentes a Fronteira de P-e entdo teremos algumas condicionantes derivadas do
caréacter de extremo desses conjuntos -ou teremos conjuntos do interior de P-e entdo, tal
como na andlise das fungdes de ponto, teremos maiores possibilidades, por exemplo nas
operagdes de derivacdo. Ficam inteiramente excluidos da andise conjuntos isolados.
Também se torna agora mais claro que o estudo de uma func¢éo de conjunto numa classe
convexa terd de ser realizado fundamentalmente em termos “direccionais’, isto €, segundo
cadeias de conjuntos e dai a necessidade do estudo que fizemos das rel ages entre cadeias
e classes convexas.

Para finalizar esta secgéo, introduzimos um teorema muito simples mas que pode ser Util nas

aplicacdes.

TEOREMA 8: SgaM OY (M) e sgja M* a classe dos complementares dos conjuntos de M.

Entdo, 1-M O°Y (M?¥).

Demonstracao:

Tem-se, para uma certa cadeia com a propriedade y*, C, 0 M O C,, donde
1-

C:01-M O01-Cye pelasleis de De Morgan, a cadeia dos complementares também tem a

propriedade y*, peloque1-M O Y (M*) .

Podemos agora entrar no estudo de algumas funcdes de conjunto convexas.

3.

FUNCOES DE CONJUNTO CONVEXAS

O objecto desta seccdo € 0 estudo de um certo tipo de fungdes de conjunto, as fungdes

de conjunto convexas ou céncavas.

Como se verd, iremos aliés reduzir o estuda das cbncavas as convexas, pelo que

podemos centrar-nos apenas no estudo destas.

Comegaremos pela definicéo de fungéo de conjunto

DEFINICAO 12: SgaM 0O 2% A (M) é umafunco de conjunto definida sobre M se a cada M

O M fizer corresponder um nimero rea A (M), A (M)[Z +oo,

Temos a seguir o conceito de fungéo monotona



DEFINICAO 13: A(M) é monétona cr escente (decrescente) sobre M se, com M, M, O M, e
M, O M, setem )\(Ml) < )\(Mz) ()\(Ml) = )\(Mg))

Podemos agora definir o conceito basico de toda esta seccéo, ou sgja, funcdo de
conjunto convexa.

DEFINICAO 14: Segja P uma classe convexa e i uma funcéo crescente definida nessa classe.
A funcdo de conjunto A definida sobre P é convexa em relagéo a J se e SO se quaisquer que
sgjam Py e P[0 P com Py [0 Py e u(Py) # u(Py) setem

[A (P) - A(Po)] / [(P) - u(Po)] < [A(Py) - A(Po)] / [(Py) - H(Po)]
paraqualquer Ptal que PoP O P e (P) £ u(Po) .

DEFINICAO 15: Se na definicdo anterior em @) em vez do sina “<” tivermos “>", afuncdo A
diz-se concava em relagdo a .

Observacoes:

i) Note-se, em primeiro lugar que A é convexa em relacdo a |1 se e sO se -A é cOncava em
relacdo apl. O que nos permite daqui em diante reduzir o estudo a e uma das categorias.
No caso, as fungdes convexas.

ii) A definicdo faz sentido uma vez que se admitiu que P € convexa, o que permite garantir
que P O P e, por consequéncia, que existem p (P) e A(P). Dai o interesse em termos
estudado previamente as classes convexas.

iii) A definicgo de convexidade é sempre relativa a uma outra funcéo de conjunto |, ao invés
do que sucede nas fungdes de ponto. Assim, podera existir uma fungdo A convexa em
relacdo a | mas ndo convexa em relacdo a outrafuncéo p*.

iv) Da definicéo pode imediatamente escrever-se:
A (P) < (1-8)A(Po) + BA (Py)
com
8= (U(P) - K(Po)) / (W(P1) - U(Po)) e portanto 0< 6 <1

Esta relagdo d&-nos a justificagdo de termos chamado convexas as func¢des da defini¢éo,
ou sgja existe uma evidente generalizacdo da nocdo de convexidade em relacdo as
funcdes de ponto.

Com o conceito de funcdo de conjunto convexa € possivel definir, na fronteira ou no
interior de uma classe convexa (e agui estd o interesse da andlise que fizemos
anteriormente sobre estes conceitos) uma derivacdo direcciona de A em relacdo a 4 da
seguinte forma:

2 A convexidade define-se exactamente da mesma forma para as fungdes definidas em cadeias de
conjuntos. SO que aqui poderd haver uma convexidade forte em que os conjuntos Py e P; da
definicdo sdo quaisquer conjuntos da cadeia (tal como para as classes convexas) € uma convexidade
fraca em que esses conjuntos sd0 sempre 0s extremos da cadeia. Para muitas aplicacdes basta a
convexidade fraca. Este, no entanto, € uma assunto que ndo desenvolveremos no presente trabal ho.



continuas- Il + definidas em y(P). Diz-se que A tem derivada esquerda (direita) em
relacdo a  sobre o conjunto MY (P) segundo a direccdo dacadeiaC ={MyM} (C={M
Mo}) se e sb se existe uma sucessdo crescente (decrescente) {M,} [0 C atender paraM e
seexiste o limite:

limAM) -A (M) / (U(Mp) - 1 (M)) quando M, tende para M.

Se A tiver derivada esquerda e direitaem M e forem iguais diz-se que tem derivadaem M.
Se o conjunto M é da fronteira de P, evidentemente que s6 podera haver derivada direita

ou esquerda.

A aplicacdo deste conceito a funcdo supremo WF(X) permite obter alguns resultados
Utels (ver Amaral 1982 para essa aplicacdo) um dos quais sera usado nas secgdes seguintes.

DEFINICAO 16: Seja P uma classe de conjunto convexae A e i duas fungdes.

4. AFUNCAO WF (X)

Uma das funcBes de conjunto mais importantes € a funcdo supremo Wf. assim
definida: Sendo f uma funcéo real definida num conjunto qualquer X, Wf(X) = sup f(x) para
todos os x de X.

Quando Wf é uma funcéo convexa em relagdo a uma outra funcéo de conjunto tiram-
Se muitas vezes consequéncias interessantes.

Por exemplo, seja P uma classe convexa contidaem 2* e C = {C, C;} uma cadeia de
conjuntos contida em P, com a propriedade . Sgjaf uma funcéo real limitada e definida em
1. Temos o seguinte teorema:

TEOREMA 9: Sgja Wf(X) convexa em relacdo a uma funcéo de conjunto monétona crescente
i continua-l 5 em C®’. Entdo, para cada € tal que 0 < £ < Wf(C,) - Wf(Cy), existe uma
subcadeia C*={C, C*} tal que, paracadaC [J C* setem

Wf (C) < WF(Cy)-€, em que C* é definido por
H(C*) = [e/(WF(Cy) - WH(Co))] M(Co) +[1 - &/ (WF(Cy) - WH(Co))] U(Co)
Demonstracéo:

Sgaum qualquer CO C. Por ser Wf convexa em relagdo a p sobre C tem-se

4 Uma fungdo de conjunto p, qualquer, € continua-ll (nomenclatura nossa) quando, para qualquer
sucessdo monotona (crescente ou decrescente) E; E,,...E,,.. de conjuntos a tender para o conjunto E, se

temlim p (E,) quando n - co = 1 (E) (ver Hamos, 1974 pag 39).

5 Diz-se que uma funcdo de conjunto p é continua -1 (nomenclatura nossa) sobre uma classe M se e s0 se
€ definida para todos os conjuntos da classe e se. com Mg e M, pertencentes a M, com Mg [0 M4, se
tem, para qualquer nimero real k tal que kil min{A (Mg), A(M9}, max{A (Mg), A(M))}] que existe
M*0 M tal que Mo O M*0 My e A(M*)=k.



(WH(C) - WH(Co)) / (K( C) - - U(Co)) = (WH(Cy) - WH(Co)) / ((M(C) - W(Co))

ou sga,

WE (C) < [1- (K(C) - (Co)) / ((Cy) - (Co))TWH(Co) + (U(C) - U(Co)) / (M(Cy) - H(Co)) WH(Cy)
Assim, paraser Wf(C )<Wf(C,)-€ bastaque

[1- ((C) - (Co)) / (M(Cy) - (Co))TWH(Co) + ((C) - (Co)) / ((Co) - H(Co))WH(Cy) < WH(Cy) -2
Ou sga, que

H(C) - W(Co) < [1- &/ (WH(Cy) - WH(Co))[((Cy) - H(Co))

por outro lado, como u é continua-l existe C* tal que

H(C*) =& 1 (WF(Cy) - WF(Co))(Co) + [1 - &/ (WF(Cy) - WH(Co))] 1 (Co)

e, paraC**[d C*={Cy C*} tem-se

H(C**) - U(Co) = M(C*) - U(Co) =[1 - &/ (WH(Cy) - WH(Co))] ((Co) - (Co))

donde

WF(C**) < WF(Cy) - €

COmo se queria provar

Este teorema pode ser Gtil em algumas aplicacBes como exemplificamos em Amaral
(1986).

Mas o interesse da fungdo Wf(X) torna-se maior quando f € uma funcéo real enR".

Nesse caso (Amaral 1982) demonstra-se, com a guda do conceito de derivada acima
exposto, 0 seguinte teorema.

TEOREMA 10: Sgjaf uma funcdo rea em R". Sgja B,(x) a esfera fechada com centro no
ponto X, eraior. Entdo sef for convexa, tem-se

WH(B.(Xo)) = f(Xo) + V(3 (0f/dxi0)> + n] Em que of / dx;, sfo as derivadas parciais de f
calculadas no ponto Xxo e N — 0 quando r - 0 (demonstracdo em Amaral 1982).

Teoremas correspondentes podem ser demonstrados para outras familias de conjuntos
gue ndo esferas. Por exemplo, é facilmente demonstravel um teorema semelhante para elipses
ou recténgul os e para as figuras correspondentes a maior nimero de dimensdes.

Este tipo de teoremas tem grande aplicacdo. Vamos dar um exemplo, de seguida,
relativo a um problema de Econometria e em que o conjunto em causa é uma esfera (mas de
novo se podia obter resultados para outras figuras).

5. UMA APLICACAO: UMA ESTIMACAO DE MINIMOS QUADRADOS

Muitas vezes na estimagdo de funcdes temos a desconfianca que os dados possam ter
alguns erros estatisticos sem que no entanto 0s possamos determinar.  Se admitirmos que os
erros, embora desconhecidos, ndo sdo muito grandes e que os valores verdadeiros das



variaveis se situardo dentro de uma esfera com centro nos valores observados, poderemos
melhorar a estimacdo de minimos de quadrados utilizando o seguinte processo.

Suponhamos que temos duas variaveis X e Y e uma amostra de n pares de
observagOes (y*; x*;). Admitimos que existe uma relagdo linear “verdadeira’ entre X e Y
dadapor Y =aX.

Suspeitamos, ho entanto, que poderdo existir erros nas variaveis observadas e que os
verdadeiros valores (y;, x;) estardo numa esfera B' de raio r (relativamente pequeno) e centro

(yl- yn, X1y oes Xn)

Se utilizarmos 0 método dos minimos quadrados, teremos, assim, a possibilidade de
fazer erros adicionais. Por isso serd bom considerar a perda méxima que podemos ter na
esfera B’ se utilizarmos esse método.

Ent&o, pelo teorema anterior temos que 0 maximo da funcéo de perdaem B sera
WIB) =g (@ =3 (y* - ax*)’+ 2r[(L + )] “[3 (v*; - ax*)T ™

Um critério raciona para escolher o estimador de a sera determinar um valor a* ta
que g(a*) sgjaum vaor minimo.

Como se V&, é um critério diferente do dos minimos quadrados quando n&o h4 erros
nas varidveis. Aqui seguimos um critério de encontrar o estimador que minimize 0 maximo
dos erros que podemos fazer quando usamos as observagdes. E, pois, um critério mini-max.

Para obtermos o valor de a* derivamos e igualamos a 0 e o valor pretendido para o
estimador serd a* tal que m’ (a*) + 2ra*[m(a*) / (1 + a*%)] Y2 +r m' (a*) [(1 +a*?) / m(a*)] #=0
em que m(a*) = 3 (y*; - ax*))>.

Este estimador difere dos minimos quadrados ordinérios. Este exige m' (a*) =0.

Os dois s sdo idénticos quando, por consequéncia, @ = 0 ou m(a*) = 0, que sdo
situacBes em interesse.

5. CONCLUSAO

Neste trabalho apresentdmos mais resultados sobre classes e fungdes de conjunto
convexas e descrevemos uma aplicacdo ao método dos minimos quadrados.  Outras
aplicacbes se podem redlizar, em particular admitindo que os verdadeiros valores das
variaveis se situam ndo numa esfera mas noutro tipo de figura em que um ponto interior € 0
ponto correspondente as observagdes.

Julgamos que s andlise das funcfes de conjunto convexas se pode revelar Util também
em outros dominios, nomeadamente na integracdo (quando o integral for uma funcdo de
conjunto convexa em relacdo a medida) e sempre que tivermos de tratar de problemas de
maximizacdo ou minimizacao.
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